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d次元確率過程 X =(Xt)t∈[0,T ] が確率微分方程式{
dXt = atdt + btdwt , t∈ [0,T ]
X0 = x0
(1.1)




∞ a.s.が成り立つものとする．atをドリフト係数，btを拡散係数と呼ぶ．観測 (Xtj )j=0,1,...,N(n)
を得たときに aや bに関する未知の量をデータから推定することが統計の問題になる．ここで，
(tj)j=0,1,...,N(n) は離散的な観測時点を表し，0= t0 <t1 < · · ·<tN(n) =T とする．統計量の性質
を調べるとき，漸近論に訴えることになり，n∈Nはその近似の度合いを決める既知のパラメー
タである．観測時点 tj は nにも依存しており，tnj と書くべきであるが，記号が煩雑になるの
で，tj と略記する．一般に tnj と tn+1j は異なり，tj と書いても，異なった nに対しては異なっ
た値を表す．同様に，T も一般に nに依存し，さらに状況によっては aと bも nに依存する．
例 1. Xt =
√
θwt, tj = j/n，T = 1とする．θ ∈ (0,∞)が未知の統計パラメータであるとし
て，データ (Xj/n)j=0,1,...,n から θを推定したい．（1.1）において at =0，bt =
√
θ, x0 =0の状況
である．パラメータの真値を θ∗ とするとき，統計量 θˆn =
∑n
j=1(Xj/n −X(j−1)/n)2 に対して，





























(n→∞) となることがわかる．つまり θˆn は θの一致推定量である．さらに，偏差の表示（1.2）
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から，中心極限定理によって，推定量の漸近正規性
√

















式（1.1）を満たす拡散型確率過程X = (Xt)t∈[0,T ] を考える．アイデアを明確にするためにパ
ラメトリックの場合を考える．すなわち，
at = a(Xt, θ2) , bt = b(Xt, θ1)(2.1)
と，at，bt が未知パラメータ θ2, θ1 をそれぞれ含む適当な関数 a，bで表現されているとする．
θ1，θ2 のパラメータ空間をそれぞれΘ1 ⊂Rm1 , Θ2 ⊂Rm2 とする．確率過程 (Xtj )j=0,1,...,n の












サンプリングスキームとして基本的なのは，等間隔の正則サンプリング tj = jT/nである．


























−1 [(∆jX − ha(Xtj−1 , θ2))⊗2]
)
.
ここで，xn =(Xtj )j=0,1,...,n, ∆jX =Xtj −Xtj−1 である．
X がミキシング条件を満足すると仮定する：ある正定数 aに対して，







|Pθ∗ [A ∩B]− Pθ∗ [A]Pθ∗ [B]| .























と定義する．ただし，ν は θ∗ に対応する X の不変確率測度である．拡散とドリフトの局所的
な大きさを考えると，（3.1）における ∆jX − ha(Xtj−1 , θ2)の主要項は ∆jX であり，さらに，確
率過程の増分 2乗和が分散行列に収束すること（例 1あるいは（5.1）参照）を思えば，（3.1）に関す















正則サンプリングスキームにさらに，nh2 → 0を仮定する．U1n(θ∗1)= {u1 ∈Rd1 ; θ∗1 +n−1/2u1 ∈










−1/2u1, θ2)−Hn(θ∗1 , θ2)
}


















程度に大きい u1に対して 2次関数の性質から Z1n(u1;θ∗1 , θ2)が評価でき，大きな u1に対しては
上記の大域的な分離条件によってやはりそれが可能となる．これらの評価をつないで（3.3）を得
ることができる．
pn に対する最尤型推定量を θˆn =(θˆ1,n, θˆ2,n) とすると，（3.3）より，|u1|が大きいところ（つま














































(r > 0, n∈N)(3.5)































































































量の分布収束に関しては以前から知られている（Yoshida, 1992; Kessler, 1997）．完全観測 1次
元拡散過程に対して局所時間を用いた大偏差不等式の導出は Kutoyants（2004）が与えている．
















らベイズ型推定を行うものである．これを simultaneous Bayes estimator（SBE）と呼ぶ．もう
一つは，まず疑似尤度関数の θ2に任意の値 θ2 を代入し，θ1 の事前分布に関してベイズ型推定
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量 θ˜1,n を作り，次にその推定量あるいは同等によい推定量を疑似尤度関数の θ1 に代入して θ2




















(r > 0, n∈N) ,(3.7)
によって，次の結果を得る．












]→E [f(ζ1, ζ2)]. ここで，f は任意の高々多項式
オーダーの連続関数である．
推定量の最適性の議論も可能である．エルゴード的な，ジャンプのある確率微分方程式の最















散項のパラメータ推定に向く．我々の問題は，θ1 を p次元パラメータ θとして，













































に対して，χ0 = infθ =θ∗ −Y(θ)|θ−θ∗|2 とおく．χ0が正であることがモデルの分離性を表すが，いまは
χ0 は一般にランダムなので，χ0 が 0からどのくらい離れているかを確率的に精密に評価する
必要がある．正則条件のもと，各 L> 0に対して，定数 cL > 0が存在して，すべての r > 0に
対して，
P [χ0≤ r−1]≤ cL
rL
(4.2)































で定義し，ζ を Γ(θ∗)と独立な p次元標準正規確率変数とする．









] → E[f(Γ(θ∗)−1/2ζ)] .
ここで f は任意の高々多項式オーダーの連続関数，ds は安定的収束を表す．





注 2. Uchida and Yoshida（2009）ではより一般の確率回帰モデルに対して同様の結果を示し
ている．定理 3の疑似最尤推定量の漸近混合正規性はGenon-Catalot and Jacod（1993）による．
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定理 4.（Uchida and Yoshida, 2009）疑似ベイズ型推定量 θ˜n に対して，
√










（1987）, Prakasa Rao（1983, 1988）, Yoshida（1992）, Kessler（1997）, Sørensen and Uchida（2003）,













共分散推定量 Vn の誤差分布を導く方法論は確率過程の理論統計学では 90年代には周知のも
のとなり，離散観測での推定論に応用されてきた（たとえば前節であげた論文や Genon-Catalot
and Jacod, 1993; Yoshida, 1997; Jacod, 1997）．極限に混合正規分布が現れるのが典型であり，
第 4節の結果の証明においても使われている．このような背景はともかく，“リアライズド・ボ
ラティリティ”として高頻度金融データに用いられ普及するようになったのは比較的新しい（現
在では膨大な数の論文があるが，その中でたとえば，Andersen and Bollerslev, 1998; Andersen







的な観測となる．X は局所的にガウス的な構造なので，X の 2成分間の共分散構造を調べるこ
とが基本となる．記述を簡単にするために 2次元の確率過程 (Xt,Yt)t∈R+ がある確率基底の上
に定義されており，確率微分方程式{




t , X0 = x0




t , Y0 = y0
を満たすとする．ここで，BX = (BXt )t∈R+ と B
Y = (BYt )t∈R+ は標準Wiener 過程であるが，




|aYt |+ |bXt |2 + |bYt |2)dt <∞ a.s.を満たすものとする．X に対して観測時刻は停止時の増大列
0= S0 ≤ S1 ≤ ·· · ≤ Si ≤ ·· ·→∞ a.s., Y に対して観測時刻は停止時の増大列 0= T0 ≤ T1 ≤ ·· · ≤
Tj ≤ ·· ·→∞ a.s.で与えられるものとする．データ {XSi ; i∈Z+, Si ≤ t}, {YTj ; j ∈Z+, Tj ≤ t}
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推定量を作るためにまず最も単純な場合を考える．すなわち，aXt =0，aYt =0であって，bXt ，
bYt ，ρt はランダムでない関数であるとする．さらに，Si，T j もランダムでなく，ある固定さ
れた t > 0に対して t∈ {Si} ∩ {T j}であるとする．つまり，[0, t]の端点 tで X,Y が観測され






ここで i, j は，i, j ∈N, Si≤ t, Tj ≤ tなる範囲を動く．U は Hayashi and Yoshida（2005）の非同















となって，U は 〈X,Y 〉t の不偏推定量であることがわかる．このように考えると U の構成は自
明であるが，さらに U の形はきれいなので一致性があることが直感的に予想される．
X と Y の時間軸を x-y平面にとり，x軸上に Iiを，y軸上に Jj を配置し，長方形 Ii × Jj を
すべて並べてみる．このとき，U の和に貢献する (i, j)に対する Ii × Jj は直線 y=xが通る長
方形である．Ii, Jj の長さの最大値が 0に近づく（高頻度）の場合，そのような長方形の和集合
Aは [0, t]2の対角線に近づく．したがって和はほとんど 1次元的であり，n→∞のとき 〈X,Y 〉t
に収束する U ′=
∑
kX(Lk)Y (Lk) (Lk =((k − 1)t/n,kt/n]) に対応する集合 ∪kL2k の中に，U の
漸近論の時間を進めると Aがほぼ含まれるようにすることができる．2つの集合の差 S に対応
する X,Y の増分積和の 2乗の期待値は S の面積相当であり O(1/n) になることが，独立増分
性と集合 S が y= x周辺にあるということからわかるだろう．したがって U と U ′ は漸近同等
になるであろうと予想される．実際には U の分散を計算し，Var[U ]→ 0となることが確認で





(XSi −XSi−1)(YTj − YTj−1)1{(Si−1,Si]∩(Tj−1,Tj ] =∅} .





n (Cn − 〈X,Y 〉) →ds
∫ ·
0
γsdw˜s in D(R+) .(5.2)













|(Ii ∩ Jj)(t)|2, H1∗2n (t)=∑
i,j
|Ii(t)||Jj(t)|Kijt




hksdsとかけ，各 t∈R+に対して，n→∞のとき，b−1n Hkn(t) p→Hk(t)となるものと
仮定する．ただし，区間 Iに対して |I |はその長さを表し，I(t)= I ∩ (0, t],さらに Ii =(Si−1,Si],
Jj =(Tj−1,Tj ], K
ij




(bXs bYs )2h1∗2s + (bXs bYs ρs)
2 (h1s + h2s − h1∩2s )(5.3)




















X˜Si =XSi + 
X
i , Y˜Tj =YTj + 
Y
i
であると仮定する．ここで，Xi , Yj はそれぞれ平均 0の同一分布に従う独立変数列で，X,Y と

























を考える．Bibinger（2010）は M ∼√N，N →∞のとき，〈X,Y 〉multit が 〈X,Y 〉t への最適収束
率 N−1/4 を達成すると報告している．
Malliavin and Mancino（2002）はフーリエ解析の方法で非同期共分散推定量を与えた．Hoshi-
kawa et al.（2006）は Hayashi and Yoshida（2005）の推定量を含む様々な非同期共分散推定量の
漸近的性質の比較を行っている．Mykland（2010）はガウシアン解析の立場から HY推定量を考
察している．Ubukata and Oya（2008）はマイクロストラクチャー・ノイズの検出と自己共分散





Zhang et al., 2005; Hansen and Lunde, 2006; Bandi et al., 2008）.
5.2 パワー，バイパワーバリエーション
1次元確率過程 Y が等間隔 1/nで正則サンプリングされるとき，














をオーダー (r,s)のリアライズド・バイパワーバリエーション過程（realized bipower variation
process）と呼ぶ．ただし 00 =1とする．分散推定において，この統計量はジャンプに対してロ
バストであると言われる（Barndorﬀ-Nielsen and Shephard, 2004）．V (Y ;r,s)n に対する中心極
限定理が Barndorﬀ-Nielsen et al.（2006）に与えられている．また，マイクロストラクチャー・
ノイズがある場合に Podolskij and Vetter（2009）はバイパワーバリエーションを変形した統計
量（modulated bipower variation）によって，Y の拡散係数のベキの積分の推定量を構成し，誤
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筆者は最近極限が混合正規の場合にマルチンゲールの漸近展開を拡張した（Yoshida, 2008）．公
式は無限次元解析的な表現を伴い，従来の不変原理とは本質的に異なるものになる．応用とし
































ptp−1P [X ≥ t]dt.
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Limit Theorems in Estimation of Diﬀusion
Nakahiro Yoshida
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We discuss limit theorems in estimation problems for diﬀusion. We treat quasi-
likelihood analysis and nonsynchronous covariance estimation and mention new topics
in this ﬁeld.
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